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Integralet E Tre?shta

Integralet e Tre?shta: Njé Udhézues i Thelluar né Llogaritjen e Hapésirés né Tre
Dimensione

integralet e tre?shta jané njé nga konceptet mé interesante dhe té réndésishme
né

matematikén e avancuar, vecanérisht né fushat gé lidhen me analizén multivariabél dhe
aplikimet e saj praktike. Né thelb, integralet e tre?shta pérdoren pér té llogaritur véllime,
masa, gendra té masés, dhe shumé sasi té tjera gé varen nga funksione né tre
dimensione. Né kété artikull, do té eksplorojmé konceptet bazé té integralet e tre?shta,
metodologjité pér zgjidhjen e tyre, dhe aplikimet praktike gé i béjné ato té domosdoshme
né shkencé dhe inxhinieri.

Cfaré jané integralet e tre?shta?

Né ményré té thjeshté, integralet e tre?shta jané njé zgjerim i integralit té€ dy?shté dhe té
vetém né tre variabla. Né vend gé té integrojmé njé funksion né njé variab (si né
integralin e vetém) ose dy variabla (si né integralin e dy?shté), kétu ne integrojmé njé
funksion té formés f(x,y,z) mbi njé rajon té pércaktuar né hapésirén tridimensionale.

Kjo do té thoté gé ne po llogarisim sasiné e dickaje gé varet nga tre koordinata, pér
shembull, volumin e njé trupi tredimensional ku pesha ndryshon né c¢do piké, ose

ngarkesén totale elektrike né njé zoné té caktuar.



Integralet e tre?shta Ebook Vol. 2021, Issue 2

Formulimi i integralit té tre?shté

Njé integral i tre?shté né njé rajon D né hapésirén R"3 shprehet si:

\[

\iiint._ D f(x, y, 2) \, dV

\

ku dV pérfagéson njé element té vogél volum né hapésirén tridimensionale. Nése D éshté
i ku?zuar nga ku?j té thjeshté, shpesh mund ta shprehim integralin si njé integral iterativ:
\[

\int_{x=a}{b}\int_{y=g_1(x)}Ng_2(x)}\int_{z=h_1(x,y)}h_2(x,y)} f(x,y,2) \, dz \,

dy \, dx

\

Ky format lejon zgjidhjen sistematike té integralit duke e ndaré até né integrale té
thjeshta né secilin dimension.

Si té zgjidhim integralet e tre?shta?

Zgjidhja e integralit té tre?shté kérkon njohuri té forta té analizés multivariabél dhe
teknikave té integrimit. Procesi zakonisht pérfshin disa hapa kryesoré:

1. Identi?kimi i rajonit té integrimit

Para se té ?lloni integralin, &shté thelbésore té kuptoni dhe vizualizoni rajonin D mbi té
cilin po integrojmé. Kjo pérfshin njohjen e ku?jve né tre dimensione, té cilét mund té jené
té thjeshté (kuti, cilindér, sfera) apo mé komplekse (p.sh., rajone té pércaktuara nga

funksione).
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2. Zgjedhja e rendit té integrimit

Né integralet e tre?shta, mund té ndryshojmé rendin e integrimit (p.sh., integrojmé
?llimisht sipas X, pastaj y, pastaj z). Ndryshimi i rendit mund ta bé&jé integralin mé té
thjeshté pér t?u zgjidhur, vecanérisht nése ku?jté jané té varur nga njéri-tjetri.

3. Pérdorimi i ndryshimeve té koordinatave

Né shumé raste, pérdorimi i koordinatave polare, cilindrike ose sferike éshté shumé i
dobishém pér té thjeshtuar integralet e tre?shta. Kéto ndryshime shpesh reduktojné
ku?jté e integrimit dhe béjné gé funksioni té duket mé i thjeshté.

Pér shembull:

Koordinatat cilindrike: (r, ?, z), ku x =r cos ?,y =r sin ?, dhe z éshté ashtu sic¢

éshté.

Koordinatat sferike: (?,?,?),kux=?sin?cos?,y=?sin?sin ?,dhez="?
cos

Pérdorimi i kétyre koordinatave kérkon gjithashtu njohjen e Jacobian pér té transformuar
elementin volum.

Aplikimet praktike té integralet e tre?shta

Njohja dhe pérdorimi i integralet e tre?shta éshté thelbésor né shumé fusha té shkencés

dhe inxhinierisé. Disa nga aplikimet mé té zakonshme pérfshijné:
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Llogaritja e véllimeve komplekse

Kur trupi ka formé té komplikuar, integralet e tre?shta jané ményra mé e sakté pér té
gjetur véllimin e tij. Pér shembull, né inxhinieri, kur studiohet njé pjesé me formé té
parregullt, pérdoren integralet e tre?shta pér té pércaktuar véllimin dhe si rrjedhojé,
masen.

Modelimi i densitetit dhe masés

Né ?ziké dhe inxhinieri, shpesh kemi t& béjmé me objekte ku densiteti ndryshon nga pika
né piké. Integrali i tre?shté i densitetit mbi rajonin e trupit jep masén totale:

\[

m =\iiint_D \rho(x,y,z) \, dV

\

ku ?(x,y,z) éshté densiteti né ¢cdo piké.

Llogaritja e gendrés sé masés dhe momentet e inercisé

Me ané té integralit té tre?shté mund té pércaktohen koordinatat e gendrés sé masés dhe
momentet e inercisé té njé trupi tredimensional, té cilat jané té réndésishme né
dinamikén e trupave dhe mekanikén e strukturave.

Elektronika dhe fusha elektromagnetike

Integralet e tre?shta pérdoren pér té llogaritur potencialet elektrike, fushat magnetike
dhe ngarkesat totale né hapésira tridimensionale, duke ndihmuar né modelimin e

sistemeve komplekse elektrike.
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Késhilla pér té mésuar integralet e tre?shta
Nése je student apo profesionist qé déshiron té pérvetésosh kété koncept, kétu jané disa
késhilla praktike pér té pérmirésuar aftésité tuaja né zgjidhjen e integralet e tre?shta:

Filloni me shembuj té thjeshté: Praktikoni integralet né rajone té thjeshta si kubi

apo cilindri pér té kuptuar mekanizmin e integrimit.

Vizualizoni rajonet: Pérdorni mjete vizuale ose programe kompjuterike pér té
2.

kuptuar mé miré ku?jté dhe formén e rajonit té integrimit.

Mésoni ndryshimet e koordinatave: Njihuni miré me koordinatat cilindrike dhe
3.

sferike dhe ményrén se si transformojné integralin.

Kontrolloni rezultatet: Pérdorni vierésime té thjeshta ose raste té njohura pér té
4,

kontrolluar nése rezultatet kané kuptim ?zik.

Praktikoni me probleme nga fusha té ndryshme: Duke punuar me probleme

S.

nga ?zika, inxhinieria apo ekonomia, do té kuptoni mé miré aplikimin e integralet e

tre?shta dhe do té forconi intuitén matematikore.

Réndésia e integralet e tre?shta né matematiké dhe shkencé

Integralet e tre?shta nuk jané vetém njé temé akademike. Ato jané mjetet themelore pér
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té kuptuar dhe modeluar botén tridimensionale gé na rrethon. Nga projektimi i
strukturave né inxhinieri, tek analiza e té dhénave né shkencat natyrore, kéto integrale
ndihmojné né marrjen e vendimeve té bazuara né llogaritje té sakta dhe té thella.

Né njé epoké ku teknologjia po avancon me shpejtési, kuptimi i integraleve té tre?shta
éshté edhe mé i réndésishém pér programuesit, inxhinierét e té dhénave, dhe
shkencétarét gé punojné me simulime dhe modelet kompjuterike té€ fenomeneve
komplekse.

Studimi i tyre éshté njé hap drejt ndérthurjes sé matematikés me aplikimet reale, duke i
dhéné kuptim dhe formé njohurive teorike pérmes zbatimeve té tyre praktike.
Mundésité gé ofrojné integralet e tre?shta jané té pafundme dhe té réndésishme, dhe njé
kuptim i miré i tyre ndihmon ¢do student apo profesionist té pérparojé né fushat e
matematikés, ?zikés, dhe inxhinierisé me njé bazé solide dhe té besueshme.
Question

Answer

Cfaré éshté integrali

tre?shté?

Integrali tre?shté éshté njé zgjerim i integraleve té dy?shta

dhe pérdoret pér té llogaritur véllimin ose sasi té tjera né

hapésirén tridimensionale duke integruar njé funksion mbi

njé rajon tridimensional.
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Si shkruhet shprehja e

pérgjithshme e njé

integrali tre?shté?

Integrali tre?shté shkruhet si ?_D f(x,y,z) dV, ku f(x,y,z)
éshté funksioni gé integrohet dhe D éshté rajoni né
hapésirén tridimensionale mbi té cilin integrohet.

Cilat jané aplikacionet

kryesore té integraleve

tre?shta?

Integrale tre?shta pérdoren pér té llogaritur véllime, masa,

momentin e inercisé, gendrat e masés dhe pér probleme né

?ziké, inxhinieri dhe shkencat natyrore qé kérkojné
analizén e sasisé tridimensionale.

Si ndryshon rendi i

integrimit né njé integral

tre?shté?

Rendi i integrimit né njé integral tre?shté mund té
ndryshohet sipas nevojés, duke pérdorur teoremén e
Fubinit, pér té lehtésuar llogaritjen, por kusht éshté gé
funksioni té jeté i integrueshém dhe domeni té jeté i

pérshtatshém.

Vol. 2021, Issue 2



Integralet e tre?shta Ebook

Si pércaktohet ku?ri i

integrimit né njé integral

tre?shté?

Ku?jté e integrimit pércaktohen nga rajoni D né hapésirén

tridimensionale, dhe mund té jené ku?j konstanté ose

funksione gé varen nga variablat e tjeré, duke formuar njé

ku? té pjesshém ose té ploté.

Cfaré metoda pérdoren

pér té zgjidhur integralet

tre?shta?

Metodat pérfshijné ndryshimin e rendit té integrimit,

pérdorimin e koordinatave kartesiane, cilindrike ose sferike,

dhe ndarjen e rajonit té integrimit né pjesé mé té thjeshta

pér llogaritje mé té lehta.

Kur éshté e dobishme

pérdorimi i koordinatave

cilindrike né integralet

tre?shta?

Koordinatat cilindrike jané té dobishme kur rajoni i

integrimit ose funksioni kané simetri rreth njé boshti ose

Vol. 2021, Issue 2
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kur ku?zimet jané mé té thjeshta pér t'u shprehur né kéto

koordinata.

Si ndihmon pérdorimi i

koordinatave sferike né

integrale tre?shta?

Koordinatat sferike jané té pérshtatshme pér rajone té

integrimit gé kané simetri sferike, duke thjeshtuar ku?jté

dhe funksionin gé integrohet, dhe duke lehtésuar llogaritjen

e integraleve komplekse.

Cfaré éshté teorema e

Fubinit dhe si aplikohet né

integralet tre?shta?

Teorema e Fubinit lejon gé té ndérrohet rendi i integrimit

né njé integral tre?shté kur funksioni éshté integrues sipas

Lebesgue-it, duke mundésuar thjeshtimin e llogaritjeve dhe

?eksibilitet né zgjidhjen e integraleve.

Integralet e Tre?shta: Njé Analizé e Thelluar dhe Zbatime Praktike

Vol. 2021, Issue 2

integralet e tre?shta jané njé nga konceptet mé té réndésishme dhe komplekse

ne

fushén e matematikés, vecanérisht né analizén e funksioneve me shumé variabla dhe né

aplikimet e tyre né shkencé dhe inxhinieri. Kéto integrale pérbéjné njé zgjerim natyror té
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integralit t& dy?shté dhe pérdoren pér té llogaritur volumet, masat, ose probabilitetet né
hapésira tridimensionale. Né kété artikull do té analizojmé né ményré té detajuar
integralet e tre?shta, duke trajtuar metodat e llogaritjes, aplikimet dhe s?dat gé
paragesin.

Cfaré jané integralet e tre?shta?

Integralet e tre?shta jané njé ményré pér té integruar njé funksion té pércaktuar né njé
hapésiré té tre?shté, zakonisht né koordinata kartesiane (x, y, z), por edhe né koordinata
cilindrike ose sferike né varési té natyrés sé problemit. Né terma té thjeshté, ato jané njé
pérgjithésim i integralit té njé dhe dy variablave dhe shprehin njé shumézim té tre?shté té
funksionit mbi njé zoné té caktuar né hapésirén tridimensionale.

Matematikisht, njé integral tre?shté shprehet si:

\[

\iiint_D f(x,y,2) \, dx\, dy\, dz

\

ku \(D\) éshté njé rajon i ku?zuar né hapésirén tridimensionale dhe \(f(x,y,z)\) &shté
funksioni gqé do té integrohet.

Réndésia e integralit té tre?shté né aplikime

Njé nga avantazhet kryesore té integralit té tre?shté éshté aftésia pér té llogaritur sasi
?zike gé varen nga tre dimensione, si p.sh. volumi i njé trupi me formé té parregullt, masa
e njé objekti me dendési té ndryshueshme né hapésiré, gendra e masés, momenti i

inercisé, dhe aplikime té tjera né ?ziké, inxhinieri dhe statistiké.
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Pér shembull, né mekaniké, kur trajtohet njé trup me dendési gé ndryshon né hapésiré,
integralet e tre?shta béhen té domosdoshme pér té pércaktuar masén totale té trupit:

\[

M =\iiint_D \rho(x,y,z) \, dx\, dy\, dz

\

ku \(\rho(x,y,z)\) éshté dendésia né pikén \((x,y,2)\).

Metodat e zgjidhjes sé integralit té tre?shté

Llogaritja e integralit té tre?shté mund té jeté s?duese, por né praktiké pérdoren disa
teknika kryesore pér ta thjeshtuar procesin.

Integrimi né koordinata kartesiane

Metoda mé e drejtpérdrejté éshté integrimi né koordinata kartesiane, ku ku?zimet e
rajonit \(D\) shprehen né terma té \(x\), \(y\) dhe \(z\). Shpesh, integralet tre?shta
realizohen si njé seri integralesh té njé variabli:

\[

\iiint_D f(x,y,z) \, dx\, dy\, dz =\int_{a}b} \int_{c}d} \int_{e}\{f} f(x,y,z) \, dz\, dy\,

dx

\

Kjo tekniké éshté e pérshtatshme kur ku?zimet jané té thjeshta dhe funksioni \(f\) nuk ka
njé formé komplekse.

Koordinatat cilindrike dhe sferike
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Kur rajoni \(D\) ka simetri rreth boshtit ose rreth njé pika né hapésiré, pérdorimi i
koordinatave cilindrike ose sferike shpesh thjeshton ndjeshém integralin. Pér shembull, né
koordinata cilindrike, integrali i tre?shté shprehet si:

\[

\iiint_D f(r,\theta,z) \, r \, dr\, d\theta\, dz

\

Ku \(r\) éshté distanca nga boshti \(z\), \(\theta\) &shté kéndi rreth boshtit, dhe \(z\) éshté
lartésia.

Ndérkaq, né koordinata sferike, ku \(r\) éshté distanca nga origjina, \(\phi\) éshté kéndi
polar dhe \(\theta\) éshté kéndi azimutal, formula e integralit béhet:

\[

\iiint_D f(r,\phi,\theta) \, r*2 \sin\phi \, dr\, d\phi\, d\theta

\

Kéto ndryshime té koordinatave jané jashtézakonisht té dobishme pér té integruar mbi
rajone me forma sfere, kupa, ose cilindrike.

Metoda e ndryshimit té rendit té integrimit

Né shumé raste, pér té lehtésuar llogaritjen e integralit, éshté e nevojshme té ndryshohet
rendi i integrimit. Kjo metodé kérkon kujdes pér té ruajtur ku?zimet e integrimeve dhe
shpesh kérkon njé analizé té detajuar té rajonit \(D\).

Aplikime praktike dhe shembuj ilustrues

Né inxhinieri, integralet e tre?shta pérdoren pér té¢ modeluar sisteme komplekse. Njé
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shembull konkret éshté analiza e fushave magnetike ose elektrike né hapésiré, ku
potenciali varet nga tre koordinatat. Po ashtu, né mekanikén e Iéngjeve, integrimi
tre?shté ndihmon né pércaktimin e masés sé léngut né njé ené me formé té pazakonté.
Njé shembull i thjeshté éshté llogaritja e volumit té njé kubi me ané té integralit tre?shté:
\[

V =\iiint_D 1\, dx\, dy\, dz

\

ku \(D\) éshté kubi i ku?zuar nga \(0 \leq x,y,z \leqg a\). Rezultati éshté \(V = a"3\), duke
ilustruar se integralet e tre?shta jané njé ményré rigoroze pér té pércaktuar véllime dhe
sasi té tjera.

Avantazhet dhe s?dat e pérdorimit té integralit té tre?shté

Pérparésité e integralit té tre?shté pérfshijné:

Flexibiliteti: Mund té trajtojé funksione dhe rajone shumé komplekse.

Aplikueshméria: Né shumeé disiplina té shkencés dhe inxhinierisé.

Saktésia: Ofron njé ményré té sakté pér llogaritjen e volumit, masés, dhe
vlerave

té tjera.

Megijithaté, ekzistojné edhe disa s?da:
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Kompleksiteti: Llogaritjet mund té jené shumé té ndérlikuara dhe kérkojné
njohuri

té avancuara matematikore.

Ku?zimet e rajonit: Ku?zimet e komplikuara mund ta bé&jné té véshtiré
2.

pércaktimin e ku?jve té integrimit.

Nevoja pér ndryshime koordinatash: Shpesh kérkohet kalimi né koordinata
3.

cilindrike ose sferike pér té thjeshtuar integralin.

Roli i integralit té tre?shté né mésimdhénie dhe kérkime

Né arsimin universitar, integralet e tre?shta konsiderohen njé piké gendrore né kurrikulén
e matematikés, ?zikes dhe inxhinierisé. Ato ndihmojné studentét té zhvillojné aftési
analitike dhe té kuptojné mé miré konceptet né hapésiré. Pér mé tepér, né kérkimet
shkencore, shumé probleme té avancuara né mekaniké kuantike, termodinamiké, dhe
teoria e fushave kérkojné pérdorimin e integralit té tre?shté pér modelim dhe analiza.
Software dhe teknika moderne pér integralet e tre?shta

Né epokén digjitale, pérdorimi i software-ve matematikore si MATLAB, Mathematica, ose
Python (me biblioteka si NumPy dhe SciPy) ka béré t& mundur zgjidhjen mé e?kase té
integralit té tre?shté, sidomos kur ato nuk kané zgjidhje analitike té thjeshta. Kéto mjete

lehtésojné procesin e integrimit numerik, duke ofruar rezultate té shpejta dhe té sakta pér
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probleme komplekse.

Ky zhvillim ka ndryshuar ményrén se si inxhinierét dhe shkencétarét trajtojné integralet e

tre?shta, duke i lejuar ata té pérgendrohen mé shumé né interpretimin e rezultateve sesa

né llogaritjet e ndérlikuara.

Né fund, integralet e tre?shta mbeten njé mjet thelbésor né matematiké dhe shkencég, qé

ndihmojné né zgjidhjen e problemeve me shumé variabla dhe né kuptimin e fenomeneve

komplekse né hapésiré. Aftésia pér t?i pérdorur ato né ményré e?kase éshté njé pérparési

e réndésishme pér profesionistét né fusha té ndryshme teknike dhe shkencore.

integralet e tre?shta, integralet shumé?shté, integral i tre?shté, kalkulimi i integralit

tre?shté, integralet né hapésiré, integrimi i funksioneve tre?shté, véllimet me integral té

tre?shté, integralet né koordinata kartesiane, integralet né koordinata cilindrike,

integralet né koordinata sferike



